
　第５６卷　第 ３期
２０１７年　５月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５６　Ｎｏ３
Ｍａｙ　２０１７

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１７０３０１１

单位球面中具有常平均曲率超曲面的拼挤定理

王芬１，吴雪玲２

（１．湖北第二师范学院数学与经济学院，湖北 武汉 ４３０２０５；
２．华中师范大学数学与统计学学院，湖北 武汉 ４３００７９）

摘　要：研究单位球面中具有常平均曲率的超曲面。分别在假设或不假设第二基本形式的长度的平方为常数的
情形下，证明了两个重要的拼挤定理。这些结论是Ｃｈｅｎｇ（１９９６年）和Ｘｕ等 （２０１１年）相应结果的推广。
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　　单位球面中的具有常平均曲率的超曲面是子流
形几何中的重要研究对象，１９６８年著名数学家陈
省身就提出了下面的著名猜想：

令Ｓ是具有常数量曲率的ｎ＋１维单位球面上
的ｎ维闭极小超曲面的第二基本形式的长度的平
方，那么Ｓ的所有可能取值构成的集合是离散的。

下面，我们先介绍一下该猜想目前的研究状

况。

ｎ＝３：经过 Ｐｅｎｇ等［１］，Ｃｈａｎｇ［２］等的努力，
最终被Ｃｈａｎｇ［２］完全解决。具体来讲，我们有

定理１　Ｓ４中的一个具有常数量曲率的闭极
小浸入超曲面是四维球面中的一个赤道，或 Ｃｌｉｆ
ｆｏｒｄ极小超曲面，或者 Ｃａｒｔａｎ极小超曲面。特别
地，Ｓ只可能是０，３或６。

去掉 “闭”这个条件，我们有下面未解决的

问题：

Ｂｒｙａｎｔ猜想　Ｓ４内的具有常数量曲率的极小
浸入超曲面是等参的。

ｎ＝４：Ｌｕｓａｌａ等［３］证明了Ｓ５内的具有非负常
数量曲率的闭Ｗｉｌｌｍｏｒｅ极小超曲面 Ｍ４一定是等参
的。

ｎ≥５：未解决。
尽管经过近半个世纪，这一伟大的猜想至今仍

未被完全解决。但是众多数学家对这一猜想进行了

研究，得到一些阶段性成果。早在１９６８年，在不

假设Ｓ为常数的情况下，Ｓｉｍｏｎｓ［４］证明了∫ＭｎＳ（Ｓ－
ｎ）≥０，从而得到：如果０≤Ｓ≤ｎ，那么Ｓ≡０或
者Ｓ≡ ｎ。而且后一种情况已经被 ＣｈｅｒｎｄｏＣａｒｍｏ
Ｋｏｂａｙａｓｈ和Ｌａｗｓｏｎ进行了独立地研究，得到Ｍｎ一
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定是Ｃｌｉｆｆｏｒｄ极小超曲面。按照Ｃａｒｔａｎ的例子，Ｓ的
下一个值有可能是２ｎ。在文 ［１］中，Ｐｅｎｇ等研究
了Ｓ的下一个值，并且证明了如果 Ｓ＞ｎ，Ｓ为常

数，那么Ｓ＞ｎ＋１１２ｎ。成庆明等
［５－７］将Ｓ＞ｎ＋１１２ｎ

改进为Ｓ＞ｎ＋ｎ３。利用ＣｈｅｎｇＹａｎｇ的方法和更好

的估计，Ｓｕｈ等［８］将 ＣｈｅｎｇＹａｎｇ的结果改进到

Ｓ＞ｎ＋３ｎ７。因此大家猜测：

开问题　设Ｍｎ是单位球面Ｓｎ＋１上的一个ｎ维
闭极小超曲面，并且 Ｓ为常数。如果 Ｓ＞ｎ，那么
Ｓ＞２ｎ？

如果考虑更一般的常平均曲率超曲面，Ａｌｍｅｉ
ｄａ等［９］和Ｃｈａｎｇ［１０］证明了Ｓ４中的具有常平均曲率
和常数量曲率的闭超曲面 Ｍ３是等参的。Ａｌｍｅｉｄａ
等［１１］证明了：令Ｈ，Ｋ和 Ｒ分别表示 Ｍ３的平均曲
率，高斯曲率和数量曲率，如果这三个函数中的两

个是常数，那么Ｍ３是等参超曲面或者Ｈ＝Ｋ≡０。
如果我们不假定 Ｍｎ 具有常数量曲率，Ｐｅｎｇ
等［１２］（ｎ≤５），Ｗｅｉ等［１３］（ｎ≤７），Ｚｈａｎｇ［１４］（ｎ≤
８），Ｄｉｎｇ等［１５］（ｎ≥３）证明了如下拼挤定理：

定理２　设 Ｍ是浸入在 Ｓｎ＋１内的一个极小闭
超曲面，（ｎ≥３），并且Ｓ是Ｍ的第二基本形式的平
方形式。那么存在 δ（ｎ）＝ｎ／２３＞０，使得如果
ｎ≤Ｓ（ｘ）＜ｎ＋δ（ｎ），那么Ｓ（ｘ）≡ ｎ，因此 Ｍ是
一个 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ环面。

该结果被 Ｘｕ等［１６］推广到了常平均曲率的情

形。关于陈省身猜想更多详细的介绍，请参考文献

［１７］。

１　主要结果

本文主要受 Ｘｕ等［１６］的启发，在一定条件下，

得到了拼挤常数的显示表达。具体来讲，我们证明

了如下拼挤定理：

定理３　设Ｍｎ是Ｓｎ＋１中具有常平均曲率Ｈ的
ｎ维闭超曲面，Ｓ是 Ｍｎ第二基本形式的长度的平

方，ｆｋ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
λｋｉ，其中 λｉ（１≤ ｉ≤ ｎ）是 Ｍ

ｎ的主曲

率。如果

Ｓｆ４－ｆ
２
３－Ｓ

２≤
１
ｎＳ（ｎ－Ｓ）

２＋ｎＨ２ｆ４－２ＨＳｆ３＋Ｓ（Ｓ－ｎ）

则存在仅依赖于ｎ的充分小的正数 ε（ｎ）和仅依赖
于常数ｎ和Ｈ的正数δ（ｎ，Ｈ），使得当

Ｈ≤ε（ｎ），Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）

时，其中

Ｓ０ ＝ｎ＋
ｎ３

２（ｎ－１）Ｈ
２＋

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２，

δ（ｎ，Ｈ）＝２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）２

＋ ２ｎ２－ ｎ３
２（ｎ－１[ ]）Ｈ２－

ｎ ４ｎ２Ｈ４＋４ｎ＋２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）( )２ Ｈ槡

２－

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２

有Ｓ≡Ｓ０，且Ｍ
ｎ等距于Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面。确切地讲，

当 Ｈ ＝０时，Ｍｎ与 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面 Ｓｋ ｋ
槡( )ｎ ×

Ｓｎ－ｋ ｎ－ｋ
槡( )ｎ

是等距的；当 Ｈ≠０时，Ｍｎ与 Ｃｌｉｆ

ｆｏｒｄ超曲面Ｓ１ １
１＋λ槡

( )２ ×Ｓｎ－１ λ
１＋λ槡

( )２ 是等距
的。

推论１　设Ｍｎ是Ｓｎ＋１中具有常平均曲率Ｈ的
ｎ维闭超曲面，Ｍｎ有两个不同主曲率，其中一个为
ｎ－１重，则存在仅依赖于ｎ的充分小的正数ε（ｎ）
和仅依赖于常数 ｎ和 Ｈ的正数 δ（ｎ，Ｈ），使得当
Ｈ≤ε（ｎ），Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）时，其中

Ｓ０ ＝ｎ＋
ｎ３

２（ｎ－１）Ｈ
２＋

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２，

δ（ｎ，Ｈ）＝２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）２

＋ ２ｎ２－ ｎ３
２（ｎ－１[ ]）Ｈ２－

ｎ ４ｎ２Ｈ４＋４ｎ＋２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）( )２ Ｈ槡

２－

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２

有Ｓ≡ Ｓ０，Ｍ
ｎ与 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面是等距的。确切地

讲，当Ｈ＝０时，Ｍｎ与Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面Ｓ１ １
槡( )ｎ ×

Ｓｎ－１ ｎ－１
槡( )ｎ

是等距的；当Ｈ≠０时，Ｍｎ与 Ｃｌｉｆ

ｆｏｒｄ超曲面Ｓ１ １
１＋λ槡

( )２ ×Ｓｎ－１ λ
１＋λ槡

( )２ 是等距
的。

若Ｓ为常数，则有下面的拼挤定理：
定理４　Ｍｎ是 Ｓｎ＋１中具有常平均曲率 Ｈ的 ｎ

维闭超曲面，Ｍｎ第二基本形式长度的平方 Ｓ是常
数。如果

２７
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Ｓｆ４－ｆ
２
３－Ｓ

２≤ １ｎＳ（ｎ－Ｓ）
２＋

ｎＨ２ｆ４－２ＨＳｆ３＋Ｓ（Ｓ－ｎ）
则存在仅依赖于ｎ的充分小的正数 ε（ｎ）和仅依赖
于常数ｎ和Ｈ的正数δ（ｎ，Ｈ），使得当

Ｈ≤ε（ｎ），Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）
时，其中

Ｓ０ ＝ｎ＋
ｎ３

２（ｎ－１）Ｈ
２＋

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２，

δ（ｎ，Ｈ）＝ ｎ
２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋６

＋

９ｎ２（ｎ＋２）４

２（ｎ２＋４ｎ＋６）２
－ ｎ３
２（ｎ－１[ ]）Ｈ２－

３ｎ（ｎ＋２）２

２（ｎ２＋４ｎ＋６）
·

９ｎ２（ｎ＋２）４

（ｎ２＋４ｎ＋６）２
Ｈ４＋４ｎ＋ｎ

２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋( )６Ｈ槡

２－

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２

有Ｓ≡Ｓ０，Ｍ是一个Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面Ｓ
１ １
１＋λ槡

( )２ ×
Ｓｎ－１ λ

１＋λ槡
( )２ 。
推论２　Ｍｎ是 Ｓｎ＋１中具有常平均曲率 Ｈ的 ｎ

维闭超曲面，Ｍｎ第二基本形式长度的平方 Ｓ为常
数。如果Ｍｎ有两个不同主曲率，其中一个为ｎ－１
重，则存在仅依赖于ｎ的充分小的正数 ε（ｎ）和仅
依赖于常数 ｎ和 Ｈ的正数 δ（ｎ，Ｈ），当 Ｈ ≤
ε（ｎ），Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）时，其中

Ｓ０ ＝ｎ＋
ｎ３

２（ｎ－１）Ｈ
２＋

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２，

δ（ｎ，Ｈ）＝ ｎ
２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋６

＋

９ｎ２（ｎ＋２）４

２（ｎ２＋４ｎ＋６）２
－ ｎ３
２（ｎ－１[ ]）Ｈ２－

３ｎ（ｎ＋２）２

２（ｎ２＋４ｎ＋６）
·

９ｎ２（ｎ＋２）４

（ｎ２＋４ｎ＋６）２
Ｈ４＋４ｎ＋ｎ

２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋( )６Ｈ槡

２－

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２

有Ｓ≡Ｓ０，Ｍ是一个Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面Ｓ
１ １
１＋λ槡

( )２ ×

Ｓｎ－１ λ
１＋λ槡

( )２ 。
注１当Ｈ＝０时，定理３和定理４就分别为文

［１８］和文 ［１９］中的主要结果。

２　预备知识

在本节中，我们将回顾一些关于 Ｓｎ＋１上的常
平均曲率闭超曲面的基本而又重要的等式，这些在

文 ［２０］中有更详细的介绍。假定Ｍｎ是Ｓｎ＋１上的
一个具有常平均曲率Ｈ的ｎ维闭超曲面，那么可以
选取一个正交向量场 ｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ＋１｝使得 ｛ｅ１，ｅ２，
…，ｅｎ｝切于Ｍ

ｎ。令ｈｉｊ和Ｈ分别表示Ｍ的第二基本
形式和平均曲率，则

Ｈ＝１ｎ∑ｉ ｈｉｉ，Ｓ＝∑ｉ，ｊｈ
２
ｉｊ

我们再定义

ｆ３ ＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈｉｊｈｊｋｈｋｉ，ｆ４ ＝∑

ｉ，ｊ，ｋ，ｌ
ｈｉｊｈｊｋｈｋｌｈｌｉ

对于Ｍ上任意固定的一点Ｐ，取正交标架，使得在
点 Ｐ 有 ｈｉｊ ＝ λｉδｉｊ，ｉ，ｊ＝ １，２，…，ｎ。其 中
λｉ ｉ＝１，２，…，( )ｎ是 Ｐ点处的主曲率。那么，在
这一点Ｐ处，有

Ｈ＝ １ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
λｉ，Ｓ＝∑

ｎ

ｉ＝１
λ２ｉ，

ｆ３ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
λ３ｉ，ｆ４ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
λ４ｉ

令ｈｉｊｋ和ｈｉｊｋｌ分别表示第二基本形式的第一、第二
协变导数的分量，定义Ａ，Ｂ如下

Ａ＝∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋλ

２
ｉ和Ｂ＝∑

ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋλｉλｊ

通过计算，可以得到如下相关等式：

１
２ΔＳ＝Ｓ（ｎ－Ｓ）－ｎ

２Ｈ２＋ｎＨｆ３＋∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋ（１）

１
２Δ∑ｉ，ｊ，ｋｈ

２
ｉｊｋ ＝（２ｎ＋３－Ｓ）∑

ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋ－３（Ａ－２Ｂ）－

３
２ Ｓ

２＋３ｎＨ∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋλｉ＋∑

ｉ，ｊ，ｋ，ｌ
ｈ２ｉｊｋｌ （２）

Δｆ３ ＝３（ｎ－Ｓ）ｆ３＋３ｎＨｆ４－３ｎＨＳ＋６∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋλｉ

（３）

∫ＭＡ－２Ｂ＝∫ＭＳｆ４－ｆ２３－Ｓ２＋ｎＨｆ３－ Ｓ２

４ （４）

　　引理１［２１］　设Ｍｎ是Ｓｎ＋１中具有常平均曲率Ｈ
的ｎ维闭超曲面，则有

∑
ｉ，ｊ，ｋ，ｌ
ｈ２ｉｊｋｌ≥

３
２（Ｓｆ４－ｆ

２
３－Ｓ

２－Ｓ（Ｓ－ｎ）－

ｎ２Ｈ２＋２ｎＨｆ３）＋

３７
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３
２（ｎ＋４）［（ｎ－Ｓ）

２Ｓ＋ｎ２Ｈ２ｆ４－

ｎ３Ｈ２＋２ｎ（ｎ－Ｓ）Ｈｆ３］

３　定理证明
定理３的证明　由式 （１） －式 （３），通过直

接计算，可得

∫Ｍ∑ｉ，ｊ，ｋｈ
２
ｉｊｋ ＝∫Ｍ －Ｓ（ｎ－Ｓ）＋ｎ２Ｈ２－ｎＨｆ３ （５）

－１２∫Ｍ Ｓ２ ＝

∫ＭＳ２（ｎ－Ｓ）－ｎ２Ｈ２Ｓ＋ｎＨｆ３Ｓ＋Ｓ∑ｉ，ｊ，ｋｈ
２
ｉｊｋ （６）

∫Ｍ －３∑ｉ，ｊ，ｋｈ
２
ｉｊｋλｉ＝

３
２∫Ｍ（ｎ－Ｓ）ｆ３＋ｎＨｆ４－ｎＨＳ （７）

∫Ｍ∑ｉ，ｊ，ｋ，ｌｈ
２
ｉｊｋｌ＝∫Ｍ（Ｓ－２ｎ－３）∑ｉ，ｊ，ｋｈ

２
ｉｊｋ＋

３（Ａ－２Ｂ）＋３２ Ｓ
２－３ｎＨ∑

ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋλｉ （８）

结合引理１及式 （８），可得

∫Ｍ（Ｓ－２ｎ－３）∑ｉ，ｊ，ｋｈ
２
ｉｊｋ＋３（Ａ－２Ｂ）＋

３
２ Ｓ

２－３ｎＨ∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋλｉ≥

∫Ｍ ３２（Ｓｆ４－ｆ２３－Ｓ２－
Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎ２Ｈ２＋２ｎＨｆ３）＋

∫Ｍ ３
２（ｎ＋４）［（ｎ－Ｓ）

２Ｓ＋ｎ２Ｈ２ｆ４－

ｎ３Ｈ２＋２ｎ（ｎ－Ｓ）Ｈｆ３］ （９）

又∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋ ＝ ｈ２，结合式 （４） －式 （７），可得

∫Ｍ － ５
４Ｓ－

ｎ
４＋( )３２ ｈ２＋３２（Ａ－２Ｂ）－

３－ ３
ｎ＋( )４ｎＨ∑ｉ，ｊ，ｋｈ

２
ｉｊｋλｉ＋

∫Ｍ ９ｎ＋３０４（ｎ＋４）［－Ｓ
２（ｎ－Ｓ）＋ｎ２Ｈ２Ｓ－

ｎＨＳｆ３－ｎ｜ｈ｜
２］≥０

即

∫Ｍ － ５
４Ｓ－

ｎ
４＋

３
２＋

９ｎ＋３０
４（ｎ＋４）( )ｎ ｈ２－

３ｎ－ ３ｎｎ＋( )４Ｈ∑ｉ，ｊ，ｋｈ
２
ｉｊｋλｉ＋

∫Ｍ ９ｎ＋３０４（ｎ＋４）Ｓ［－Ｓ（ｎ－Ｓ）＋ｎ
２Ｈ２－ｎＨｆ３］＋

∫Ｍ ３２（Ａ－２Ｂ）≥０ （１０）

已知∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋ ＝ ｈ２，结合式 （４）及式 （６），可

得

∫Ｍ（Ａ－２Ｂ）＝∫Ｍ（Ｓｆ４－ｆ２３－Ｓ２＋ｎＨｆ３）＋
１
２∫Ｍ［Ｓ２（ｎ－Ｓ）－ｎ２Ｈ２Ｓ＋ｎＨＳｆ３＋Ｓｈ２］

（１１）
因为

Ｓｆ４－ｆ
２
３－Ｓ

２≤
１
ｎＳ（ｎ－Ｓ）

２＋ｎＨ２ｆ４－２ＨＳｆ３＋Ｓ（Ｓ－ｎ）

（１２）
结合等式 （１１）及不等式 （１２），得

∫Ｍ（Ａ－２Ｂ）≤∫Ｍ １ｎＳ（ｎ－Ｓ）２＋１２Ｓ２（ｎ－Ｓ）＋
１
２Ｓｈ

２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）＋∫ＭｎＨ２ｆ４－２ＨＳｆ３＋
ｎＨｆ３－

１
２∫Ｍｎ２Ｈ２Ｓ－ｎＨＳｆ３ （１３）

由式 （７），通过计算，可得

∫ＭｎＨ２ｆ４－２ＨＳｆ３＋ｎＨｆ３ ＝
∫Ｍ １ｎＳ［ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３］－１ｎＳ２（Ｓ－ｎ）－

２Ｈ∫Ｍ∑ｉ，ｊ，ｋｈ
２
ｉｊｋλｉ－

１
２∫Ｍｎ２Ｈ２Ｓ－ｎＨＳｆ３ ＝

－１２∫ＭＳ［ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３］－Ｓ２（Ｓ－ｎ）
代入不等式 （１３）中，可得

∫Ｍ（Ａ－２Ｂ）≤∫Ｍ １ｎＳ（ｎ－Ｓ）２＋１２Ｓ２（ｎ－Ｓ）＋
１
２Ｓｈ

２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－２Ｈ∫Ｍ∑ｉ，ｊ，ｋｈ
２
ｉｊｋλｉ＋

∫Ｍ Ｓｎ［ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３］－１ｎＳ２（Ｓ－ｎ）－
１
２∫ＭＳ［ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３］－Ｓ２（Ｓ－ｎ）

（１４）
结合式 （１０）及式 （１４），化简可得

∫Ｍ －２ｎ－ ６
ｎ＋４－

Ｓ( )２ ｈ２－

３ｎ＋ １２
ｎ＋( )４Ｈ∑ｉ，ｊ，ｋｈ

２
ｉｊｋλｉ＋

∫Ｍ ３２＋ ６
ｎ（ｎ＋４( )）Ｓ（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）≥０

因为 ∑
ｉ，ｊ，ｋ
ｈ２ｉｊｋλｉ≤槡Ｓｈ

２，则有

∫Ｍ －２ｎ－ ６
ｎ＋４－

Ｓ( )２ ｈ２＋

４７
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∫Ｍ ３ｎ＋ １２ｎ＋( )４ Ｈ槡Ｓｈ２＋

∫Ｍ ３２＋ ６
ｎ（ｎ＋４( )）·

Ｓ（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）≥０ （１５）
又知

∫Ｍ －２ｎ－ ６
ｎ＋４－

Ｓ( )２ ｈ２ ＝

∫Ｍ －１２（Ｓ－ｎ）ｈ２－

∫Ｍ ５２ｎ＋ ６
ｎ＋( )４（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）

结合式 （１５），整理可得

∫Ｍ －１２（Ｓ－ｎ）ｈ２＋

∫Ｍ ３ｎ＋ １２ｎ＋( )４ Ｈ槡Ｓｈ２－

∫Ｍ ５２ｎ＋ ６
ｎ＋４－

３
２Ｓ－

６
ｎ（ｎ＋４）( )Ｓ·

（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）≥０ （１６）
其中

５
２ｎ＋

６
ｎ＋４－

３
２Ｓ－

６
ｎ（ｎ＋４）Ｓ＝

５
２ｎ－

３
２Ｓ－

６（Ｓ－ｎ）
ｎ（ｎ＋４）

式 （１６）即

∫Ｍ －１２（Ｓ－ｎ）ｈ２＋

∫Ｍ ３ｎ＋ １２ｎ＋( )４ Ｈ槡Ｓｈ２－

∫Ｍ ５２ｎ－３２Ｓ－６（Ｓ－ｎ）ｎ（ｎ＋４( )）·
（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）≥０ （１７）

因Ｓ≥ Ｓ０，由计算不难得到 －Ｓ（ｎ－Ｓ）＋ｎ
２Ｈ２－

ｎＨｆ３≥０。如果Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ），δ（ｎ，Ｈ）是
仅依赖于常数ｎ和Ｈ的正数，则

∫Ｍ ３ｎ＋ １２ｎ＋( )４ Ｈ槡Ｓｈ２≤

∫Ｍ ３ｎ＋ １２
ｎ＋( )４ Ｈ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ）ｈ２

这里 ３ｎ＋ １２ｎ＋( )４ Ｈ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ）是常数，结

合 （５）式有

∫Ｍ ３ｎ＋ １２ｎ＋( )４ Ｈ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ）ｈ２ ＝

∫Ｍ ３ｎ＋ １２
ｎ＋( )４ Ｈ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ）·

（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）

从而，可以得到

－∫Ｍ ５２ｎ－３２Ｓ－６（Ｓ－ｎ）ｎ（ｎ＋４）( －

３ｎ＋ １２
ｎ＋( )４ Ｈ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 )）·

（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）－

∫Ｍ １２（Ｓ－ｎ）ｈ２≥０ （１８）

即

∫Ｍ ５２ｎ－３２Ｓ－６（Ｓ－ｎ）ｎ（ｎ＋４）( －

３ｎ＋ １２
ｎ＋( )４｜Ｈ｜ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 )）

（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）＋

∫Ｍ １２（Ｓ－ｎ）ｈ２≤０ （１９）

因Ｓ≥Ｓ０， ｈ２≥０，且ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３
≥０，若上述不等式 （１９）左侧同时也满足大于等
于０，则需满足

５
２ｎ－

３
２Ｓ－

６（Ｓ－ｎ）
ｎ（ｎ＋４）－

３ｎ＋ １２
ｎ＋( )４ Ｈ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ）≥０

解不等式，可得

Ｓ≤ｎ＋２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）２

－２ｎＨ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ）

因Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ），则

Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）＝ｎ＋
２ｎ２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）２

－

２ｎＨ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ）

令ｔ＝ Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ槡 ），整理可得

ｔ２＋２ｎＨｔ－ ｎ＋２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）( )２ ＝０

因ｔ＞０，则

ｔ＝－ｎＨ ＋
１
２ ４ｎ２Ｈ２＋４ｎ＋２ｎ

２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）( )槡 ２

所以

ｔ２ ＝Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）＝ｎ＋
２ｎ２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）２

＋

２ｎ２Ｈ２－ｎ ４ｎ２Ｈ４＋４ｎ＋２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）( )２ Ｈ槡

２

　　综上可知：存在仅依赖于 ｎ的充分小的正数
ε（ｎ）和仅依赖于常数 ｎ和 Ｈ的正数 δ（ｎ，Ｈ），当
Ｈ≤ε（ｎ），Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）时，其中

Ｓ０ ＝ｎ＋
ｎ３

２（ｎ－１）Ｈ
２＋

５７
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ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２，

δ（ｎ，Ｈ）＝２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）２

＋ ２ｎ２－ ｎ３
２（ｎ－１[ ]）Ｈ２－

ｎ ４ｎ２Ｈ４＋４ｎ＋２ｎ
２（ｎ＋４）
３（ｎ＋２）( )２ Ｈ槡

２－

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２

有 －Ｓ（ｎ－Ｓ）＋ｎ２Ｈ２－ｎＨｆ３ ＝０，这也就意味着
Ｓ＝Ｓ０，Ｍ是一个Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面。

推论１的证明　当 Ｍｎ有两个不同主曲率时，
满足

Ｓｆ４－ｆ
２
３－Ｓ

２ ＝
１
ｎＳ（ｎ－Ｓ）

２＋ｎＨ２ｆ４－２ＨＳｆ３＋Ｓ（Ｓ－ｎ）

再由定理３，可得推论１成立。
定理４的证明　已知Ｓ为常数，则

∫Ｍ ３２＋ ６
ｎ（ｎ＋４( )）Ｓ（ｎ２Ｈ２＋Ｓ（Ｓ－ｎ）－ｎＨｆ３）＝
∫Ｍ ３２＋ ６

ｎ（ｎ＋４( )）Ｓｈ２

将等式代入式 （１５）中，可得

∫Ｍ －２ｎ－ ６
ｎ＋４－

Ｓ
２＋ ３ｎ＋

１２
ｎ＋( )４ 槡[ ｜Ｈ｜Ｓ＋

３
２＋

６
ｎ（ｎ＋４( )） ]Ｓ｜ｈ｜２≥０

化简可得

∫Ｍ ２ｎ＋ ６
ｎ＋４－ ３ｎ＋

１２
ｎ＋( )４ Ｈ槡[ Ｓ－

１＋ ６
ｎ（ｎ＋４( )） ]Ｓ ｈ２≤０ （２０）

因 ｈ２≥０，若不等式 （２０）左侧同时也满足大
于等于０，即

０≤∫Ｍ ２ｎ＋ ６
ｎ＋４－ ３ｎ＋

１２
ｎ＋( )４ 槡[ ｜Ｈ｜Ｓ－

１＋ ６
ｎ（ｎ＋４( )） ]Ｓ｜ｈ｜２≤０

则需满足

－ｎ
２＋４ｎ＋６
ｎ（ｎ＋４）Ｓ－

３（ｎ＋２）２
（ｎ＋４） Ｈ槡Ｓ＋

２（ｎ２＋４ｎ＋３）
（ｎ＋４） ≥０

令 槡ｔ＝ Ｓ，整理可得
（ｎ２＋４ｎ＋６）ｔ２＋３ｎ（ｎ＋２）２ Ｈｔ－

２ｎｎ２＋４ｎ＋( )３≤０
记Δ＝９ｎ２（ｎ＋２）４Ｈ２＋８ｎ（ｎ２＋４ｎ＋６）（ｎ２＋４ｎ＋
３），易知ｔ＞０，则有

０＜ｔ≤ －３ｎ（ｎ＋２）
２Ｈ＋槡Δ

２（ｎ２＋４ｎ＋６）
所以

０＜ｔ２ ＝Ｓ≤ －３ｎ（ｎ＋２）２Ｈ＋槡Δ
２（ｎ２＋４ｎ＋６[ ]

）

２

记

Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）＝ －３ｎ（ｎ＋２）２Ｈ＋槡Δ
２（ｎ２＋４ｎ＋６[ ]

）

２

则

Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）＝ｎ＋
ｎ２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋６

＋

９ｎ２（ｎ＋２）４

２（ｎ２＋４ｎ＋６）２
Ｈ２－ ３ｎ（ｎ＋２）２

２（ｎ２＋４ｎ＋６）
·

９ｎ２（ｎ＋２）４

（ｎ２＋４ｎ＋６）２
Ｈ４＋４ｎ＋ｎ

２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋( )６Ｈ槡

２

当满足条件时，可得 ｈ＝０，从而有方程
－Ｓ（ｎ－Ｓ）＋ｎ２Ｈ２－ｎＨｆ３ ＝０

　　综上可知，存在仅依赖于 ｎ的充分小的正数
ε（ｎ）和仅依赖于常数 ｎ和 Ｈ的正数 δ（ｎ，Ｈ），当
Ｈ≤ε（ｎ），Ｓ０≤Ｓ≤Ｓ０＋δ（ｎ，Ｈ）时，其中

Ｓ０ ＝ｎ＋
ｎ３

２（ｎ－１）Ｈ
２＋

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２，

δ（ｎ，Ｈ）＝ ｎ
２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋６

＋

９ｎ２（ｎ＋２）４

２（ｎ２＋４ｎ＋６）２
－ ｎ３
２（ｎ－１[ ]）Ｈ２－

３ｎ（ｎ＋２）２

２（ｎ２＋４ｎ＋６）
·

９ｎ２（ｎ＋２）４

（ｎ２＋４ｎ＋６）２
Ｈ４＋４ｎ＋ｎ

２（ｎ＋４）
ｎ２＋４ｎ＋( )６Ｈ槡

２－

ｎ（ｎ－２）
２（ｎ－１） ｎ２Ｈ４＋４（ｎ－１）Ｈ槡

２

有 －Ｓ（ｎ－Ｓ）＋ｎ２Ｈ２－ｎＨｆ３＝０，意味着Ｓ＝Ｓ０，Ｍ
一个Ｃｌｉｆｆｏｒｄ超曲面。

推论２的证明　当 Ｍｎ有两个不同主曲率时，
满足

Ｓｆ４－ｆ
２
３－Ｓ

２ ＝
１
ｎＳ（ｎ－Ｓ）

２＋ｎＨ２ｆ４－２ＨＳｆ３＋Ｓ（Ｓ－ｎ）

因此由定理４知推论２成立。
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